Kapitel 4

Funktionen und Stetigkeit

In diesem Kapitel beginnen wir Funktionen f : R — IR systematisch zu
untersuchen. Dazu bauen wir auf den Begriff des metrischen Raumes auf und
erhalten offene und abgeschlossene Mengen. Mit diesen definieren wir den

Begriff der Stetigkeit von Funktionen und geben dann einen wichtigen Satz der

die Gleichwertigkeit verschiedener Konzepte zeigt. Diese Gleichwertigkeit

werden wir im Folgenden oft ausnutezen. Diese wird auch in anderen Teilen der

Mathematik oft benétigt, so wird der zentrale Satz dieses kapitels sicher in
Threm Studium oft auftauchen.
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4.1

Wir hatten die Begriffe offenes, bzw. abgeschlossenes Intervall (vgl. Definitionen

Grundlegende Konstruktionen

2.7.1, 2.5.6) definiert. Wir wollen diese Begriffe etwas verallgemeinern.
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Definition 4.1.1 (Offene/abgeschlossene Mengen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Teilmenge A C X heifit offen, wenn zu jedem Punkt xy € A ein
e > (0 existiert, so dass die Menge

B.(xy) = {ZL‘ e X ’ d(z,z) < 6}

in A enthalten ist, d.h. B:(xo) C A. Wir nennen B.(z) die e-Kugel um
Zo.

2. Eine Teilmenge C' C X heifit abgeschlossen, wenn X \ C' offen ist.

Bemerkung 4.1.2 (Offene Intervalle sind offen)

Offene Intervalle sind offene Mengen, abgeschlossene Intervalle abgeschlossene
Mengen im metrischen Raum (R, d). Es gibt mehr offene Mengen in (R, d) als
die offenen Intervalle, z.B. die Vereinigung zweier disjunkter offener Intervalle.
Die Definition der Offenheit von A besagt, dass zu xo € A noch eine e-Kugel
um xo in A liegt, wobei natiirlich € von xy abhédngt und hinreichend klein ist.

Lemma 4.1.3 (Offene Mengen)
Offene Mengen haben die folgenden FEigenschaften:

1. X ist eine offene Teilmenge.
2. () ist eine offene Teilmenge.

3. Jede Vereinigung von Familien offener Mengen ist offen, d.h. ist & eine
Menge offener Mengen, so ist

s
Sed

eine offene Menge.

4. Endliche Schnitte offener Mengen sind offen, d.h. sind A, ..., A, offene
Teilmengen eines metrischen Raumes X, so ist

offen.

Beweis. Bei der ersten Aussage gibt es nichts zu zeigen. Die zweite Aussage folgt
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aus dem iiblichen logischen Trick, da es in () kein zq gibt, ist jede Aussage iiber
ein solches xy wahr. Wir kommen zur dritten Aussage: ist & eine Menge offener
Mengen, und z( in der Vereinigung all dieser Mengen. Dann ist g € .9, fiir ein S
und demnach, finden wir ein € > 0 mit B.(z¢) C S und diese Menge B.(zy) ist
dann auch in der Vereinigung.

Die letzte Aussage ist dhnlich einfach. Haben wir endlich viele S;, i =1,...,n
offener Mengen und z, € (., S; = S. Dann gibt es fiir jedes i € {1,...,n} ein
g; > 0, so dass

Be.(x9) C S;.

Sei gg = min{ei i€ {1,...,n}}. Dann ist firi =1,...,n
Bao (l‘o) C BEZ. (ZL‘Q) C Sz

und damit ist B., C S und dies war zu zeigen. [

Lemma 4.1.4 (Abgeschlossene Mengen)
Abgeschlossene Mengen haben die folgenden Eigenschaften:

1. X ist eine abgeschlossene Teilmenge.
2. ) ist eine abgeschlossene Teilmenge.

3. Jeder Durchschnitt von Familien abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen, d.h. ist € eine Menge abgeschlossener Mengen, so ist

MNc
Ccee

eine abgeschlossene Menge.

4. Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen, d.h.

sind C1,...,C, abgeschlossene Teilmengen eines metrischen Raumes X,
50 ist
n
Cj
Jj=1
abgeschlossen.

Beweis. Die ersten beiden folgen aus den beiden ersten iiber offene Mengen (in
vertauschter Reihenfolge). Die letzten beiden folgen wieder aus den Regeln iiber
Komplementbildung fiir Vereinigung und Durchschnitt von Mengen. N

Wir kénnen nun eine etwas unschone Definition aus dem zweiten Kapitel kor-
rigieren.
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Definition 4.1.5 (Intervall)
Ein Intervall I in R ist eine Teilmenge, so dass x,y € I und x < ¢ < y impliziert
cel.

Damit werden die Begriffe offenes und abgeschlossenes Intervall klar.

Lemma 4.1.6 (Intervalle und Metrik)
Offene bzw. abgeschlossene Intervalle sind Intervalle, die im Sinne der Metrik
offen bzw. abgeschlossen sind und umgekehrt.

Beweis. Ist aufgrund der Definition klar. N

Hat man eine Menge A C X, so gibt es eine abgeschlossene Menge C' mit
A C C,zB. C' = X. Da beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen wieder
abgeschlossen sind, ist es sinnvoll folgende Konstruktion zu betrachten.

Definition 4.1.7 (Abschluss)
Ist A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X. So ist

A= N C
{c|c ist abgeschlossen, c>a}

der Abschluss von A.

Bemerkung 4.1.8 (Abschluss einer abgeschlossenen Menge)
Fiir eine abgeschlossene Menge C' gilt C' = C. Warum?

Ist A C X eine Teilmenge, so ist X \ A offen und daher ist die folgende Aussage
leicht einsehbar.

Satz 4.1.9 (Haufungspunkt und Abschluss)

Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Fiir eine Folge x =
{Zp}nen gelte z,, € A fiir alle n € IN. Dann gilt: ist z ein Haufungspunkt der
Folge x, so ist xg € A.

Beweis. Da X \ A offen ist, folgt aus der Annahme z ¢ A, dass o € X \ A und
es daher ein 6 > 0 gibt mit Bs(zy) C (X \ A). Dann gibt es in B;(zo) keine Fol-
genglieder unserer Folge, also ist zy kein Hiufungspunkt und wir erhalten einen
Widerspruch. N
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Satz 4.1.10 (Haufungspunkte einer Folge)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x = {x, }nen sei eine Folge. Sei A die

zugrundeliegende Menge, d.h. A = {azn n e ]N}. Dann gilt

1.
A=AU {f ’ ¢ ist Haufungspunkt der Folge X} .

2. Die Menge der Héaufungspunkte von x ist gegeben durch

ﬂ A,,, wobei A, = {xnﬂ- JjE ]N} ist .
nelN

Beweis. (1) Zunéchst wissen wir bereits, dass
AU {f ’ ¢ ist Haufungspunkt der Folge X} Cc A

Angenommen A enthalte weitere Punkte. Dann gibt es einen Punkt z € A, der
weder in A liegt, noch enthilt jede e-Umgebung unendlich viele Glieder von x.
Also gilt * ¢ A und es gibt ein € > 0 mit AN B.(z) hat endlich viele Punkte.
Dann kann man ein ' > 0 finden mit Bo(z) N A =0 und = € A",
(2) Offenkundig ist aufgrund von (1) jeder Haufungspunkt von x in dem genann-
ten Durchschnitt enthalten. Die Umkehrung folgt sofort aus der Definition des
Haufungspunktes. N
Eine weitere wichtige Klasse von Mengen sind sogenannte kompakte Mengen.

Definition 4.1.11 (Kompakte Menge)
1. Es sei K C X eine Teilmenge. Fine Familie von offenen Mengen & heif3t
eine offene Uberdeckung von K, falls

KclJs

ist.

2. Eine Menge K C X heifit kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung
S eine endliche Teilmenge S; € &, 1 =1,...,n ausgewahlt werden kann,
so dass K C |J}_, S;. Man sagt dafiir: aus jeder offenen Uberdeckung kann
eine endliche Teiliiberdeckung ausgewéhlt werden.

Lemma 4.1.12 (Kompakte Mengen sind abgeschlossen)
Kompakte Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Ist K kompakt, zo € X\ K. Dann ist fiir y € K der Abstand d(z,y) > 0
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und

Zo ¢ U B%d(a}o,y)(y)'

yeK

Die Mengen {B% d(zo.y) (Y) ‘ ye K } bilden eine offene Uberdeckung von K, da K
kompakt ist, kénnen wir endlich viele Mengen der Form By, ., (4;) auswéhlen

und diese bilden eine Uberdeckung von K. Sei

1
Ezﬁmin{d(yi,xo))izl,...,n}.

Dann ist B (z)NK leer, denn fiir ein z € B.(zo)NK wiirde gelten x € B%d(my)(y)
fiir ein y; € K und daher

1 1 1
d(xo,y:) < d(xo, x) +d(x,y) < e+ §d(yz‘, To) < §d(yia o) + §d(yia To).

Daher ist B.(z9) C X \ K und K ist abgeschlossen. [

Aufgabe 4.1.13 (Teilmengen kompakter Mengen)
Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.

Satz 4.1.14 (Bolzano-Weierstraf})
In R oder C ist eine Teilmenge genau dann kompakt, wenn sie beschriankt und
abgeschlossen ist.

Beweis. Angenommen K ist in R oder C kompakt, dann ist K nach Lemma
4.1.12 abgeschlossen. Die Mengen B, (0) = {y ‘ ly| < n} bilden eine offene Uber-

deckung von K. Ist K nicht beschrénkt, so kann man keine endliche Teiliiber-
deckung auswahlen. Also folgt aus der Kompaktheit die Beschranktheit.

Wir kommen zur Umkehrung. Angenommen K ist abgeschlossen und be-
schriankt. Sei & eine offene Uberdeckung. Wir beweisen zuniichst eine Teilbe-
hauptung, dass es eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle x € K gilt: es gibt ein
S € G, so dass B.(x) C S. Eine solche Zahl heifit Lebesgue-Zahl' Der Beweis
dieser Teilbehauptung wird durch Widerspruch gefiihrt: angenommen eine solche
Zahl existierte nicht.

« Dann gibt es zu jedem n € IN ein x,, € K mit By-n(z,)
() liegt in kei Sin&
gt in keinem S in &.

'Henri Léon Lebesgue (28.6.1875-26.7.1941) erkannte die Unzulinglichkeit des Riemann-
schen Integralbegriffes und fand die nach ihm benannte Verallgemeinerung. Damit préagte Le-
besgue die mathematische Entwicklung grundlegend. Die moderne Theorie partieller Differenti-
algleichungen wire ohne dieses Werk nicht denkbar. Beide Integralbegriffe werden wir im Laufe
des Analysis-Zyklus kennenlernen.
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Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra3 2.5.12 hat die Folge {z, },en einen
Hiufungspunkt xo. Dann gibt es, wegen der Uberdeckungseigenschaft von & ein
S € & mit 7y € S. Sei nun § > 0 mit Bs(zy) C S und N € N mit 27V < Z.
Dann gibt es ein n € N mit n > N mit z, € Bs(zg) C S. Dann ist aber
By-n(zy,) C Bs(zg) C S. Dies ist ein Widerspruch zu (*). Damit ist die Existenz

einer solchen Lebesgueschen Zahl bewiesen.

Wir betrachten nun die Uberdeckung von K gegeben durch {BE(ZL‘) ) re kK }

Wenn hieraus eine endliche Teiliiberdeckung ausgewihlt werden kann, sind wir
fertig, denn jede dieser Mengen liegt in einem Element &, die dadurch erhal-
tene Auswahl von endlich vielen Elementen in & ergibe eine endliche Uber-
deckung. Wihle z; € K und dann induktiv eine Folge z,, ¢ (J;_, B-(z;). Dann
ist d(z,,,z;) > ¢ fiir jedes j < n. Daher hat die Folge {z, }nen keinen Haufungs-
punkt in K, im Widerspruch zum Satz von Bolzano-Weierstraf.

Also reichen endlich viele der B.(x) die Menge K zu iiberdecken und damit
ist der Satz gezeigt. N

4.2 Stetigkeit von Funktionen

Ein wichtiger Begriff der Analysis, der eng mit dem anderen uns bisher bekannten
Begriff der Konvergenz zusammenhiéngt, ist die Stetigkeit.

Definition 4.2.1

Es seien (X,dx), (Y,dy) ein metrische Rdume, eine Funktion f : X — Y,
D(f) C X sei eine offene Teilmenge und zo € D(f). Dann heiit f stetig im
Punkt z, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass aus dx(x,xy) < §

folgt, dy (f(z), f(zo)) < e.

Bemerkung 4.2.2

Wir sagen auch, eine Funktion heifit stetig, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0
gefunden werden kann, so dass f die §-Kugel um xq in die e-Kugel um f(zo)
abbildet. Eine anschauliche Vorstellung soll durch das nachfolgende Bild ver-
mittelt werden.
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Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Stetigkeit

Beispiel 4.2.3 (Unstetigkeit)
1. Die Funktion f: R — R mit

. Die Funktion f : C — C : z — z ist in jedem Punkt z € C stetig, mit

. Durch d((z1,11), (z2,y2)) = \/(331 — 29)? + (y1 — y2)? fithren wir eine

0, fir =<0
f("””)_{L fiir >0

ist im Punkt xg = 0 nicht stetig, wir nennen dies auch unstetig. Zu € =
gibt kein § > 0, so dass 0 < x < § impliziert —e < f(z) < €. In alle
anderen Punkten ist diese Funktion stetig.

1
2
n

0 =¢.

Metrik auf IR? (vgl. |z| fiir komplexe Zahlen z € C). Die Funktion
c:RxR—R: (z,y) — =+ y ist in jedem Punkt (z¢,7) € R x R
stetig. Gleiches gilt fiir die Funktion g : R x R — R : (z,y) — = - y. Wir
wollen uns die Begriindung nur fiir den ersten Fall ansehen. Seien (zg, yo)

und € > 0 gegeben, wihle
1
o= 55.
Dann ist fiir d((z,y), (z0,¥0)) < § (wegen 2(a+b) < vVa>+ b < (a+b)
fir a,b > 0)

[(zo+y0)— (z+y)| < lz—z0|+|y—yo| < 2v/|z — 202+ |y — yo|2 < 26 =&.
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Definition 4.2.4 (Stetigkeit)
FEine Funktion f : X — Y mit D(f) = X heift stetig auf X, falls f in jedem
Punkt x € X stetig ist.

Beispiel 4.2.5 (Kontraktionen sind stetig)
Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist f: X — X, D(f) = X eine Abbildung,
so dass eine Zahl 0 < \ existiert, so dass fiir alle x,y € X gilt,

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y).

Dann ist f stetig. Wéhle 2o € X und sei € > 0 gegeben. Wihle § = $. Ist nun
d(x,z0) < 9, s0 gilt d(f(x), f(zo)) < Ad(x,x0) < A6 = €.

Stetigkeit kann auf verschiedene andere Weisen charakterisiert werden. Wir wol-
len einige davon angeben und beweisen.

Satz 4.2.6 (Hauptsatz iiber stetige Abbildungen)
Eine f : X — Y, D(f) = X eine Funktion. f ist genau dann stetig, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. Fiir jede offene Menge U C Y ist f~'(U) offen.
2. Fiir jede abgeschlossene Menge K C Y ist f~'(K) abgeschlossen.
3. Fiir jede Menge A gilt f(A) C f(A).

4. Ist zg € X und ist {x,}nen eine Folge mit lim,, ., x, = xq, dann ist

lim f(zn) = f(20)-

n—0o0

Beweis. Wir beweisen dies nach dem Schema
Stetigkeit = (1) = (2) = (3) = (4) = Stetigkeit.

1. Ist U C Y offen und z € f~1(U). Sei y = f(z). Da U offen ist, gibt
es ein ¢ > 0 mit B.(y) C U. Zu diesem £ > 0 existiert ein 6 > 0 mit

f(Bs(x)) C B.(y). Also ist Bs(z) C f~1(B.(y)) C f~1(U).

2. Sei K CY abgeschlossen. Dann ist A =Y \ K offen und f~'(A) ist offen.
Da fYK) = X\ f1(A) ist, folgt f~1(K) ist abgeschlossen.

3. Sei A C X. Dann ist f(A): abgeschlossen also f~*(f(A)) abgeschlossen und
AC fYf(A)). Also ist A C f~1(f(A)). Dann folgt

jo0 1 77 (7)) =700
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4. Sei xg = lim,,_ T,,. Setze A, = {xnﬂ

J € ]N}. Dann ist

zo € A, fiir alle n € IN.

Aus Satz 4.1.10 folgt sogar

{zo} = ﬂ An.

Dann ist

f(xo) € f(A,) C f(Ay)

und

flwo) € () f(@) C ) f(An).

nelN nelN

Damit f(z) Haufungspunkt der Folge { f(x,) }new. Angenommen 2’ sei ein
weiterer Haufungspunkt dieser Folge. Dann gibt es eine Teilfolge {x,, } ;e
mit lim;_o f(zn;) = 2/. Aufgrund des ersten Argumentes angewendet auf
die Folge {zy, }jew ist f(7o) ein Haufungspunkt, dies impliziert 2z’ = f(xo).

5. Fixiere g € X. Angenommen f ist im Punkt zy nicht stetig, dann exi-
stiert zu jedem ¢ > 0 und jedem 6 > 0 ein x mit d(x,zy) < ¢, so dass
d(f(z), f(zo)) > e. Wahle 6, = £ und z, < 6, mit d(f(z,), f(z0)) > €.
Dann ist

lim z,, = zo, und lim f(z,) existiert nicht oder ist nicht f(x).

n—0o0 n—oo

Damit haben wir einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Bemerkung 4.2.7
Beachte, die dritte Eigenschaft ist oft bei theoretischen Betrachtungen wichtig,
die vierte oft in praktischen Betrachtungen.

Korollar 4.2.8 (Charakterisierung der Stetigkeit durch Folgen)
Eine Funktion f ist genau dann in einem Punkt xq stetig, wenn fiir jede Folge

{Zp}new mit lim,, o z,, = xo gilt lim,, o f(x,) = f(x0).

Beweis. Eine Richtung aus Teil 5 des letzten Beweises, die andere direkt aus den
Definitionen. N
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Definition 4.2.9 (Kontinuierlicher Grenzwert)
Wir sagen lim,_.,, f(x) = f(x,), falls fiir jede Folge {x,}nen mit lim,, o 2, =

Korollar 4.2.10 (Rechnen mit stetigen Funktionen)
Fiir stetige Funktionen gilt:

1. Sind f,g: X — Y stetig, so sind f+ g, f — g, [ - g stetig, f/g ist allen
Punkten z stetig, fiir die gilt g(z) # 0.

2. Sind X, Y, Z metrische Rdume und sind g : X — Y und f : Y — Z stetig,
so ist fog: X — Z stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Charakterisierung stetiger Funktio-
nen Satz 4.2.6 (4) und Satz 2.5.4.

Die zweite Behauptung sieht man wie folgt: sei g € X, yo = ¢g(zo) und
20 = f(yo) und € > 0 gegeben. dann gibt es ein § >, so dass f(B(;(yO)) C B:(x9)).
Dann gibt es wegen der Stetigkeit von g ein ¢’ > 0 mit g(Bgy(2)) C Bs(yo). dann
ist aber

f 0 9(Baeita (z0) C f(Bs(yo)) C Be(20)

Im folgenden wollen wir einige wichtige Beispiele behandeln.

Definition 4.2.11 (Polynom)
FEine Funktion f : C — C (f : R — IR) heifit komplexes (reelles) Polynom,
wenn es ein n € IN und Zahlen aq, . ..a, € C (€ R) gibt mit

Za] I, 2€C (2 €R).

Die gréfite Zahl n mit a,, # 0 heiit der Grad des Polynoms.

Satz 4.2.12 (Klassen stetiger Funktionen)
1. Ist f : © — C (oder f: R — RR) ein Polynom, so ist f stetig.

2. Die Exponentialfunktion ist auf R, bzw. auf C stetig.

3. Die Funktionen sin, cos sind auf IR, C stetig.

Beweis.

1. Aus der Stetigkeit von z — z folgt mit Korollar 4.2.10, dass z ~ 2* fiir
jedes k € IN stetig ist, weiterhin ist z — ayz* stetig und schlieBlich mit der
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gleichen Begriindung z — 7 a2t
2. Wir untersuchen die Stetigkeit im Punkt zy € € und schreiben z = z — z5 +
z9. Dann ist

|E(2) = E(20)] = [E(z — 20) E(20) — E(20)| = [E(20)||E(2 — 20) — 1.

Sei nun € > 0 gegeben, setze ¢’ = ¢/|E(z)|. Gibt es nun ein § > 0, so dass
|z — 20| < 0 impliziert, dass |E(z —2p) — 1| < & dann ist |E(z) — E(2)| < €.
Damit folgt aus der Stetigkeit bei z = 0 die Stetigkeit bei zj.

Zu zeigen ist also, zu € > 0 gibt es ein § > 0, so dass |z| < ¢ impliziert
|E(z) — 1| < e. Aus der Fehlerabschéitzung fiir die Exponentialreihe Satz
3.5.3 folgt, fiir |2| < § = ¢/2 ist

=1
[B(z) =1 = (14D 55 — 1 < fi(s) S22 <20 =-.
k=1~

3. Wir betrachten die cos-Funktion, der Beweis im Fall der sin-Funktion ist
entsprechend. Sei ¢ > 0 gegeben. Die grundlegende Beobachtung ist ganz
einfach: wir approximieren die cos-Funktion durch ein Polynom n-ten Gra-
des (der durch Abschneiden der definierenden Reihe entsteht) p,(z) Dies
Polynom ist stetig und wir schreiben

| cos(z) —cos(z9)] = |cos(2) — pn(2) + pn(2) — Pu(20) + Pn(20) — cos(20)|
< Jeos(2) = pu(2)] + pn(2) — pul20)] + |pn(20) — cos(z0)].

Der mittlere Term wird aufgrund der bereits bewiesenen Stetigkeit von
Polynomen durch ¢/3 abgeschétzt, falls nur |z — 2| hinreichend klein ist,
anders gesagt, es gibt ein 0; > 0, so dass |z — 2| < 01 impliziert |p,(z) —
pn(20)| < /3. Nun miissen wir nur noch zeigen, dass auf einer d,-Umgebung
um zy die Differenz | cos(z) —p,(2)| < /3 abgeschétzt werden kann. Da der
Beweis von Satz 3.5.3 eine entsprechende Abschétzung fiir die cos-Funktion
liefert kann dies erreicht werden. Damit ist die Behauptung gezeigt.

O

4.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir wollen nun wesentliche FEigenschaften stetiger Funktionen notieren. Diese
sind von fundamentaler Wichtigkeit nicht nur fiir die Analysis, sondern fiir alle
Bereiche in denen Mathematik eine Rolle spielt. Wir werden zunéchst einen ein-
fachen Satz kennenlernen, der sich als Grundprinzip aller analytischen Methoden
zur Losung von Gleichungen erweist.
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Satz 4.3.1 (Zwischenwertsatz)
Es sei I ein Intervall f : I — R stetig (insbesondere tiberall definiert). Gibt es
r1 < x9 € I mit f(z1) <0 < f(x2), so existiert ein xy € (x1,x2) mit f(xg) = 0.

Beweis. Betrachte X = [x1, 23] mit der iiblichen Metrik. X ist vollstdndiger me-
trischer Raum. Setze g : X — R : z — f(z) (Einschrankung von f auf X). g ist
stetig auf X. Setze M = {:p eX ) flx) < O}. M ist offen, nach dem Hauptsatz

iiber stetige Funktionen (Satz 4.2.6) (1) und M # I, denn x5 ¢ M. Sei nun
& =sup M.

Dann ist & > 1, da M offen ist und 21 € M. £ < x9, denn f(xq) > 0.

Dann ist f(£§) < 0, denn f(&) > 0 impliziert die Existenz von 6 > 0, so dass
g > 0 auf Bg(§) ist. Dies widerspricht der Supremumseigenschaft von &.

Wire f(£) < 0, so konnten wir eine §-Kugel im ¢ in M finden, was wiederum
der Konstruktion von & widerspricht. a

Bemerkung 4.3.2 (Umgekehrte Ungleichung)
FEine entsprechende Aussage ist richtig, wenn f(x1) > 0 > f(x3). Der Beweis ist
nattirlich eine einfache Modifikation des angegebenen Beweises.

Korollar 4.3.3 (Zwischenwertsatz)
Ist f: I — R stetig, x1,22 € I und c € [f(z1), f(x2)], so gibt es ein { € I mit

f§) =c

Beweis. Betrachte die Funktion F(z) = f(z)—c. Dann sind die Voraussetzungen
des Zwischenwertsatzes erfiillt, und es gibt ein {mit F'(§) =0, d.h f(§) =c. U

Satz 4.3.4 (Stetige Bilder von Intervallen)
Ist f eine stetige Funktion auf einem Intervall I, so ist f(I) ein Intervall.

Beweis. Sind y; < y2 € f(I), so ist nach dem Korollar 4.3.3 jeder Wert y; < ¢ <
yo in f(I). Damit ist f(I) ein Intervall. [

Satz 4.3.5 (Stetige Bilder kompakter Mengen)
Sind X,Y metrische Raume, f : X — Y stetig und ist K C X kompakt, so ist
f(K) kompakt

Beweis. Ist & eine offene Uberdeckung von f(kK), so ist fiir S € & die Menge
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F7H(S) wegen Satz 4.2.6 (1) offen. Also ist
{rs)|s€s}

eine offene Uberdeckung von K, und wir kénnen daraus eine endliche Teiliiber-
deckung auswahlen, d.h. es gibt S7,...,.S, mit

n

U (S

iberdeckt K. Dann ist

Korollar 4.3.6 (Annahme von Minimum/Maximum)
Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall I nimmt Maximum und
Minimum an, d.h. es existieren xy,xy mit

fy) < f(x) < fla)

fiirallex € I .

Beweis. f(I) ist ein kompaktes Intervall, insbesondere ein abgeschlossenes In-
tervall, d.h. von der Form {z | a < x < b}. Also gibt es ein z; € I mit f(z;) =a
und ein x5 € I mit f(x9) = 0. O

Ein wichtiger Begriff, der mit dem Begriff der Stetigkeit eng verwandt ist,
wird nun eingefiihrt.

Definition 4.3.7 (Gleichmiflig stetig)

Es seien (X,dx),(Y,dy) metrische Rdume und f : X — Y stetig. f heiflt
gleichméBig stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass d(z1, xs) < 0
impliziert d(f(x1), f(z2)) < €.

Aufgabe 4.3.8
Die Funktion f : (0,1] — R : 2 — 2, D(f) = (0,1] ist auf (0,1] stetig, aber
nicht gleichméfig stetig.

Satz 4.3.9 (Stetige Funktionen auf Kompakta)
Eine auf einer kompakten Menge K stetigen Funktion f : X — Y ist auf K
gleichméBig stetig.
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Beweis. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es wegen der Stetigkeit zu jedem xy € K
ein § > 0 und der Deutlichkeit halber, schreiben wir 6 = §(zg,¢), so dass
x € Bs(xo) impliziert d(f(z), f(zo)) < . Die Menge

G = {B%é(.’ro,%)(l‘o) ’ o € K}

bildet eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit von K reichen
endlich viele
Bg(zi,§)<xi),i = 1, o, n

K zu iiberdecken. Wahle

5 = %min{é(:pi,%)uzl,...,n}.

Sind nun z,y € K mit d(z,y) < ¢. Dann gibt es ein z; mit z € By, ¢)(2;) und
ein 3 mit y € B(g(wké)(xk) und

d(x,z;) < d(zg,y) +dy, z) + d(z, z;)

% <5(azk, %) + min{d(z;, %)} + 0 (x5, §)>
max{d(x;, %),5(%, %)}

IN

IN

Nun konnen wir abschitzen

d(f(x), f(y)) < d(f(x), f(x5)) + d(f (25), f(2x)) +d(f (), f(y) < 5 + 5+

Wl M
Wl M
Wl M

Satz 4.3.10 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)
Sind (X, dx), (Y,dy) metrische Rdume D C X kompakt und ist f : D — Y
und injektiv, so ist die Umkehrfunktion f~': f(D) — X stetig.

Beweis. Ist D’ C D abgeschlossen, so ist D’ kompakt (nach Aufgabe 4.1.13) und
f(D') ist kompakt, also abgeschlossen. Da f = (f~!)~!, ist, bildet fiir f~! das
Urbild abgeschlossener Mengen abgeschlossen und daher nach Satz 4.2.6 (2) f~*
stetig. a

Als Anwendung des Zwischenwertsatzes vermerken wir noch die folgende Aus-
sage.

Lemma 4.3.11 (Eine positive Nullstelle des Kosinus)
Es gibt ein xy € (0,2) mit cos(zg) = 0.

Beweis. In den Ubungen wurde gezeigt cos(0) = 1, cos(2) < 0. Also gibt es auf-
grund des Zwischenwertsatzes Satz 4.3.1 ein solches x. N
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Definition 4.3.12 (Die Zahl )
Ist xq die kleinste positive Nullstelle von cos so wird die Zahl 2xy als m bezeich-
net.

Definition 4.3.13 (Periode)
Eine Funktion f : R — R wird fiir eine positive Zahl p als p-periodisch bezeich-
net, falls fiir alle v € R gilt

f(x+p) = f(=).

Ist p die kleinste positive Zahl mit dieser Eigenschaft, so wird p als minimale
Periode bezeichnet.

Satz 4.3.14
Die Funktionen sin, cos sind 2m-periodisch. 27 ist die minimale Periode dieser
Funktionen.

Beweis. Siehe Ubungen a

4.4 Funktionenfolgen und Konvergenz

Definition 4.4.1 (Konvergenz von Funktionenfolgen)
Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und f, : X — Y seien Funktionen
mit D(f,) = X fiir alle n € IN. Wir sagen die Folge

{fn}nelN

konvergiert gegen eine Funktion f : X — Y, falls fiir jedes x € X gilt

lim f,(x) = f(x).

n—oo

Wegen dieser punktweisen Forderung sprechen wir auch von punktweiser Kon-
vergenz.

Beispiel 4.4.2 (Beispiel einer konvergenten Funktionenfolge)
Die Funktionenfolge f,(z) = ", D(f) = [0, 1] konvergiert gegen die Funktion

0, fir 0<z<1
f(x)_{l, fir x=1.
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Definition 4.4.3 (Gleichméflige Konvergenz)
Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und f, : X — Y seien Funktionen
mit D(f,) = X fiir alle n € IN. Wir sagen die Folge

{fn}nelN

konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion f : X — Y, falls fiir jedes € > 0
ein N € IN existiert, so dass fiir alle x € X und allen > N gilt

dy (f(), fu(z)) <e.

Satz 4.4.4 (Grenzwerte gleichmifig konvergenter Funktionenfolgen)
Konvergiert eine Funktionenfolge { f, }new stetiger Funktionen gleichméfBig ge-
gen eine Funktion f, so ist f stetig.

Beweis. Sei 2o € X und € > 0 gegeben. Wir wiahlen N € IN| so dass fiir n > N
und alle z € X gilt

v ((2). fule)) < 5.

Wiihle n > N und ¢ > 0 so dass fiir alle © € Bjs(z0) gilt

dy (fn(), fn(20)) <

Wl ™

Dann ist fiir x € Bgs(x)

dy (f(x), f(z0)) < dy(f(2), fa(x)) + dy (fn(2), fa(0)) + dy (fn(20), f(20))
e € €
< g + g + g
= ¢
Damit ist f stetig im Punkt xq, da xq beliebig war, ist f stetig. N

Definition 4.4.5 (Funktionenrdume)
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir definieren die Rdume stetiger Funktionen

durch
C(X;R) = {f X —R ‘ f st stetig}

bzw.

O(X;C) = {f X - C ) f st stetig.}
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Aufgabe 4.4.6
1. Ist X kompakt, so wird durch

dow (f,9) = sup {|£(2) = g(@)| | w € X}
eine Metrik auf C(X;R), bzw. C(X, C) definiert.
2. C(X;R), bzw. C(X, C) sind mit der Metrik d¢(x jeweils ein vollstandiger

metrischer Raum.

Aufgabe 4.4.7
Etwas allgemeiner kann man fiir metrische Ridume (X, dx), (Y, dy) den Raum

C(X,Y) = {f X =Y ) f ist stetig}
definieren. Ist X kompakt wird darauf eine Metrik durch

dopy) = sup {dy (f(2), g(x)) | = € X |
erklért.

Man zeige, dc(x,y) macht C(X,Y) zum metrischen Raum, dc(x,y) Ist genau
dann vollstandig, wenn Y vollstidndig ist.




